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摘要: 针对开孔复合材料层合板铺层角度的优化设计问题ꎬ应用遗传算法以铺层角度为参数进行优化计算ꎬ并以一阶固

有频率最大化为设计目标ꎮ 开孔板的固有频率求解通过基于独立坐标耦合法的瑞利里兹法进行ꎬ再用遗传算法随机搜索获得

一阶频率最大时的铺层角度ꎮ 考虑了板的层数、孔大小、长宽比、边界条件等因素对优化的铺层角度影响ꎮ 最后通过优化计算

表明ꎬ对于方形版ꎬ层数和开孔大小不影响最优铺层ꎬ而长宽比对最优铺层角度影响重大ꎮ
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１　 前　 言
纤维增强型复合材料因其优良的力学性能、较

低的材料密度及耐腐蚀、耐高温等特性ꎬ在航空航

天、车辆、体育器材等领域的应用越来越广泛ꎬ近一

二十年来一直是研究的热点[１]ꎮ 这种复合材料的性

能取决于纤维和基体材料两者的性能ꎬ并且与纤维

的铺层角度密切相关ꎮ 纤维的不同铺放角度直接影

响复合材料的结构刚度、强度、固有频率等因素ꎬ因
此可以通过设计纤维的不同铺放角度来达到预期的

材料性能ꎮ 同时ꎬ纤维增强型复合材料层合板在实

际使用过程中ꎬ经常需要开孔ꎬ以满足部件连接、通
管道、检修等功能ꎮ 开孔不仅增加应力集中[２]ꎬ影响

层合板的结构强度、使用寿命[３ꎬ４]ꎬ同时也会影响层

合板的固有频率[５ꎬ６]ꎬ造成动力学特性的变化ꎮ 因

此ꎬ在设计开孔层合板的纤维铺层时需要避免开孔

结构的共振现象ꎬ也可以设计一定的铺层角度使得

开孔层合板达到预期的固有频率范围ꎬ使动力学性

能满足设计要求ꎮ
复合材料层合板可以根据纤维铺放的角度不

同ꎬ获得不同的物理性能ꎬ因此具有良好的可设计

性ꎮ 针对复合材料层合板的优化设计方法ꎬ通常可

以采用遗传算法等人工智能方法进行[７ꎬ８]ꎮ 遗传算

法是一种模拟生物进化过程而开发出的随机搜索方

法ꎬ可以求解多变量的优化设计问题ꎬ获取全局最优

解ꎮ 目前已有相关国内外学者采用遗传算法对层合

板铺层问题进行了优化分析ꎬ但是主要以结构的强

度、刚度、可靠性等为优化目标[９ꎬ１０]ꎬ很少有文献以动
力学特性为优化目标对层合板进行研究ꎮ 晏飞等[１１]

介绍了一种基于遗传算法的层合板刚度设计方法ꎬ并
且以制造工艺性作为设计约束条件ꎮ 许玉荣等[１２]

建立了基于遗传算法的可靠性优化设计方法并分析

了层合板结构的失效概率ꎮ 郑国文等[１３] 采用改进

的双种群遗传算法ꎬ以当前载荷下还能承受的综合

应力倍数为适应度函数ꎬ对复合材料层合板的铺层

进行了优化设计ꎮ 唐文艳等[１４]介绍了基于遗传算法

并以临界屈曲载荷系数和固有振动基频为优化目标

的壳体铺层优化设计方法ꎮ
针对复合材料层合板开孔的优化设计问题ꎬ目

前还没有采用遗传算法并以一阶固有频率或指定动

态特性为优化目标函数的相关研究ꎮ 鉴于开孔对层

合板动态特性的重要影响ꎬ为避免共振ꎬ达到设计要

求的动态特性范围ꎬ优化开孔层合板的铺层角度以

获取指定的固有频率非常重要ꎮ 本文将介绍一种基

于遗传算法的开孔层合板铺层优化设计方法ꎬ并以

开孔板的一阶固有频率最大化为优化目标ꎮ 开孔板

一阶固有频率的计算将通过一种基于独立坐标耦合

法的瑞利里兹法进行求解[１５]ꎮ 最后通过算例获得

不同边界条件下开孔板拥有最大一阶固有频率时的

铺层角度ꎬ并研究层数、孔大小、板的长宽比等因素

对最优铺层角度的影响ꎮ
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２　 层合板开孔模型
２􀆰 １　 独立坐标系

本文以一块长宽高分别为 ａꎬｂꎬｈ 的矩形多层复

合材料层合板为例进行数学建模ꎬ开孔形状为矩形

孔ꎬ开孔大小为 ａｃ×ｂｃꎬ孔的位置如图 １ 所示ꎮ 本文

采用独立坐标系耦合法ꎬ是通过对板和孔分别采用

不同的坐标系ꎬ再建立两者的关系式实现的ꎮ 文中

层合板的坐标系定义为(ｘꎬｙꎬｚ)ꎬ而孔的坐标系定义

为(ｘｃꎬｙｃꎬｚ)ꎮ 为了计算方便采用无量纲法ꎬ两坐标

系可以定义为:
ξ ＝ ｘ / ａꎬη ＝ ｙ / ｂ 　 (１)

ξｃ ＝ ｘｃ / ａｃꎬηｃ ＝ ｙｃ / ｂｃ 　 (２)
根据孔的位置示意图ꎬ可以建立两坐标之间的

关系式:

ξ ＝
ｄｘ

ａ
＋
ａｃ

ａ
ξｃꎬ η ＝

ｄｙ

ｂ
＋
ｂｃ

ｂ
ηｃ 　 (３)

图 １　 开孔层合板尺寸及坐标系

Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ ａｎｄ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ｏｆ
ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｗｉｔｈ ｏｐｅｎ￣ｈｏｌｅ

２􀆰 ２　 瑞利里兹法
由于本文假设的孔为规则的方形孔ꎬ因此可以

采用瑞利里兹法对开孔的板进行振动问题求解ꎮ 开

孔板总的动能和弹性势能计算是通过分别计算出整

个板(未开孔)和孔区域的动能和弹性势能ꎬ再两者

相减而得到的ꎮ 其中整个板的动能和弹性势能可以

表述为:

Ｔ ＝ １
２
ρｈ∫ａ

０
∫ｂ

０
ｗ􀅰 ｘꎬｙꎬｔ( )２ｄｘｄｙ 　 (４)

　 　
Ｖ ＝ １

２ ∫
ａ

０
∫ｂ

０
(Ｄ１１(

∂２ｗ
∂ｘ２ )

２ ＋ ２Ｄ１２
∂２ｗ
∂ｘ２

∂２ｗ
∂ｙ２

＋

　 　 ４Ｄ６６(
∂２ｗ
∂ｘ∂ｙ

)２ ＋Ｄ２２(
∂２ｗ
∂ｙ２ )

２)ｄｘｄｙ
(５)

孔区域的动能和弹性势能可以表述为:

Ｔｃ ＝
１
２
ρｈ∫ａｃ

０
∫ｂｃ

０
ｗ􀅰ｃ ｘｃꎬｙｃꎬｔ( ) ２ｄｘｃｄｙｃ 　 (６)

　 　
Ｖｃ ＝

１
２ ∫

ａｃ

０
∫ｂｃ

０
(Ｄ１１(

∂２ｗｃ

∂ｘｃ
２ )

２＋ ２Ｄ１２

∂２ｗｃ

∂ｘｃ
２

∂２ｗｃ

∂ｙｃ
２
＋

　 ４Ｄ６６(
∂２ｗｃ

∂ｘｃ∂ｙｃ
)２ ＋Ｄ２２(

∂２ｗｃ

∂ｙｃ
２ )

２)ｄｘｃｄｙｃ

(７)

式中:ｗ(ｘꎬｙꎬｚꎬｔ)和 ｗｃ(ｘｃꎬｙｃꎬｚ)分别为板和孔的挠

度ꎻρ 为板的密度ꎻＤｉｊ为弯曲刚度ꎬ其表达式为:

Ｄｉｊ ＝ ∫ｈ / ２

－ｈ / ２
Ｑ
—

ｉｊｚ２ｄｚ ＝ Σ
Ｎ

ｋ ＝ １∫
ｚｋ＋１

ｚｋ
Ｑ
—(ｋ)

ｉｊ ｚ２ｄｚ

　 　 ＝ １
３

Σ
Ｎ

ｋ ＝ １
Ｑ
—(ｋ)

ｉｊ ( ｚ３ｋ＋１ － ｚ３ｋ)
　 (８)

其中 Ｑ
—(ｋ)

ｉｊ 为 ｋ 层板的偏轴模量分量ꎬ是关于弹性模

量、泊松比和铺层角度的函数ꎮ
由于复合材料层合板每一层为各向正交材料ꎬ

其 ｋ 层的弹性本构关系可以表述为:
σｉ{ } ｋ( )

＝ Ｑｉｊ[ ] ｋ( ) εｉ{ } 　 (９)
其中:Ｑ(ｋ)

ｉｊ 为板坐标系下的模量分量ꎻσｉ 和 εｉ 分别

为应力和应变分量ꎮ
通过变量分离和采用无量纲坐标ꎬ可以假设板

和孔的挠度分别为:
ｗ ξꎬηꎬｔ( ) ＝ Φ ξꎬη( )ｑ ｔ( ) 　 (１０)

ｗｃ ξ ｃꎬη ｃꎬｔ( ) ＝ Φｃ ξ ｃꎬη ｃ( ) ｑｃ ｔ( ) 　 (１１)
其中 Φ 和 Φｃ为包含 ｎ 和 ｎｃ项的假设函数ꎮ

再采用无量纲坐标ꎬ以及式(１０)、式(１１)ꎬ可以

将动能和势能的表达式写成无量纲的形式ꎬ并用矩

阵的形式进行表达ꎮ 对板可以表述为:

Ｔ ＝ １
２

ｑ􀅰ＴＭｑ􀅰ꎬＶ ＝ １
２
ｑＴＫｑ 　 (１２)

其中:

Ｍ ＝ ρｈａｂＭ
—
ꎬＫ ＝ ｂ / ａ３Ｋ

—
　 (１３)

Ｍ
— ＝ ∫１

０
∫１

０
ΦＴΦｄξｄη 　 (１４)

Ｋ
— ＝ ∫１

０
∫１

０
(Ｄ１１

∂２ΦＴ

∂ξ ２

∂２Φ
∂ξ ２

＋ ２Ｄ１２α２ ∂２ΦＴ

∂ξ ２

∂２Φ
∂η ２

＋

４Ｄ６６α２ ∂２ΦＴ

∂ξ∂η
∂２Φ
∂ξ∂η

＋ Ｄ２２α４ ∂２ΦＴ

∂η ２

∂２Φ
∂η ２ )ｄξｄη

(１５)

对孔区域可以表示为:

Ｔｃ ＝
１
２

ｑ􀅰Ｔ
ｃ Ｍｃ ｑ

􀅰
ｃꎬＶｃ ＝

１
２
ｑＴ

ｃＫｃｑｃ 　 (１６)

其中:

Ｍｃ ＝ ρｈａｃｂｃ Ｍ
—

ｃꎬＫｃ ＝ ｂｃ / ａ３
ｃ Ｋ

—
ｃ 　 (１７)

Ｍ
—

ｃ ＝ ∫１

０
∫１

０
ΦＴ

ｃΦｃｄξ ｃｄη ｃ 　 (１８)
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Ｋ
—

ｃ ＝ ∫１

０
∫１

０
(Ｄ１１

∂２ΦＴ
ｃ

∂ξ ２
ｃ

∂２Φｃ

∂ξ ２
ｃ

＋ ２Ｄ１２α２
ｃ

∂２ΦＴ
ｃ

∂ξ ２
ｃ

∂２Φｃ

∂η ２
ｃ

＋

４Ｄ６６α２
ｃ

∂２ΦＴ
ｃ

∂ξ ｃ∂η ｃ

∂２Φｃ

∂ξ ｃ∂η ｃ

＋ Ｄ２２α４
ｃ

∂２ΦＴ
ｃ

∂η ２
ｃ

∂２Φｃ

∂η ２
ｃ

)ｄξ ｃｄη ｃ

　

(１９)
在式(１２)至式(１９)中ꎬα 和 αｃ 分别定义为 α ＝

ａ / ｂ 和 αｃ ＝ａｃ / ｂｃꎮ Ｍ
—
ꎬＫ

—
ꎬＭ

—
ｃꎬΚ

—
ｃ 分别为板和孔的无

量纲质量和刚度矩阵ꎮ
再将式(１０)、式(１１)中的假设函数 Φ 和 Φｃ进

一步通过变量分离法ꎬ假设为:
　 　 Φｉ ξꎬη( ) ＝ ϕｉ ξ( ) ψｉ η( ) ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ (２０)
Φｃｉ ξｃꎬηｃ( ) ＝ ϕｃｉ ξｃ( ) ψｃｉ ηｃ( ) ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎｃ (２１)

令 ｎ＝ｎｃꎬ再将式(２０)、式(２１)代入式(１４)、式
(１５)ꎬ可以得到无量纲的质量和刚度矩阵表达式:

Ｍ
—

ｉｊ ＝ Ｘ１ｉｊ Ｙ１ｉｊꎬ( ｉꎬｊ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎ) 　 (２２)

Ｋ
—

ｉｊ ＝ Ｄ１１Ｘ３ｉｊＹ１ｉｊ ＋ ２Ｄ１２α２Ｘ４ｉｊＹ４ｉｊ ＋

　 ４Ｄ６６α２Ｘ２ｉｊＹ２ｉｊ ＋ Ｄ２２α４Ｘ１ｉｊＹ３ｉｊ

　 (２３)

其中:

Ｘ１ｉｊ ＝ ∫１

０
ϕｉϕ ｊｄξꎬ Ｘ２ｉｊ ＝ ∫１

０
ϕｉ′ϕ ｊ′ｄξ

Ｘ３ｉｊ ＝ ∫１

０
ϕｉ″ϕ ｊ″ｄξꎬ Ｘ４ｉｊ ＝ ∫１

０
ϕｉϕ ｊ″ｄξ

　 (２４)

Ｙ１ｉｊ ＝ ∫１

０
ψｉψ ｊｄηꎬ Ｙ２ｉｊ ＝ ∫１

０
ψｉ′ψ ｊ′ｄη

Ｙ３ｉｊ ＝ ∫１

０
ψｉ″ψ ｊ″ｄηꎬ Ｙ４ｉｊ ＝ ∫１

０
ψｉψ ｊ″ｄη

　 (２５)

需注意的是ꎬ如果假设在 ｘ 和 ｙ 方向的容许函

数个数都为 ｍꎬ则一共有 ｍ２个容许函数组合ꎬ其等

于 ｎꎮ 然后可以分别定义容许函数为 χ
ｉ( ｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬ

ｍ)和 γｉ( ｉ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ)ꎬ并且表述为:

ϕｋ ＝

χ
１ 　 １≤ｋ≤ｍ
χ
２ 　 ｍ ＋ １≤ｋ≤２ｍ
χ
３ 　 ２ｍ ＋ １≤ｋ≤３ｍ

　 ⋮
χ
Ｎ 　 ｍ － １( ) ｍ ＋ １≤ｋ≤ｍ２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

　 (２６)

ψｋ ＝

γｋ 　 　 １≤ｋ≤ｍ
γｋ－Ｎ 　 ｍ ＋ １≤ｋ≤２ｍ
γｋ－２Ｎ 　 ２ｍ ＋ １≤ｋ≤３ｍ
　 ⋮
γｋ－ Ｎ－１( ) Ｎ 　 ｍ － １( ) ｍ ＋ １≤ｋ≤ｍ２

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

(２７)

再者ꎬｘ 方向的容许函数可以假设为均匀梁的

振动模态方程ꎬ而根据不同的边界条件ꎬ可以给出不

同的模态方程ꎮ 因此ꎬ可以先假设 ｘ 方向的容许函

数ꎬ并将模态方程代入式(２６)、式(２７)和式(２４)ꎬ即
可获得系数矩阵(Ｘ１ꎬＸ２ꎬＸ３ꎬＸ４)的值ꎮ 同理ꎬ在 ｙ
方向也可以获得系数矩阵(Ｙ１ꎬＹ２ꎬＹ３ꎬＹ４)的值ꎮ
之后ꎬ代入式(２２)、式(２３)即可得到无量纲的质量

和刚度矩阵ꎮ ｘ 和 ｙ 方向采用不同的模态方程对应

为不同的边界条件ꎬ两方向不同的模态方程组合可

以产生不同边界条件的板振动问题ꎮ 而对于孔区域

的无量纲质量和刚度矩阵ꎬ式(１８)、式(１９)也可以

采用同样的方法求解ꎬ但仅采用自由边界条件的梁

模态方程ꎮ
由于整个板和孔在孔区域需要保持位移一致

性ꎬ因此位移匹配条件必须得到满足ꎬ其表达式为:
ｗｃ ξｃꎬηｃꎬｔ( ) ＝ ｗ ξꎬηꎬｔ( ) 　 (２８)

由式(１０)、式(１１)和式(２０)、式(２１)ꎬ式(２８)
可以进一步写成:

　
Σ
ｎｃ

ｊ ＝ １
Φｃｊ(ξｃꎬηｃ)ｑｃｊ( ｔ) ＝ Σ

ｎｃ

ｊ ＝ １
ϕｃｊ(ξｃ)ψｃｊ(ηｃ)ｑｃｊ( ｔ)

＝ Σ
ｎ

ｋ ＝ １
Φｋ(ξꎬη)ｑｋ( ｔ) ＝ Σ

ｎ

ｋ ＝ １
ϕｋ(ξ)ψｋ(η)ｑｋ( ｔ)

(２９)

式(２９)两端乘以 ϕｃｉ(ξｃ)ψｃｉ(ηｃ) ꎬ再对两边进

行积分ꎬ可以得到以下方程:

Σ
ｎｃ

ｊ ＝ １∫
１

０
∫１

０
ϕｃｉ(ξｃ)ψｃｉ(ηｃ)ϕｃｊ(ξｃ)ψｃｊ(ηｃ)ｄξｃｄηｃｑｃｊ( ｔ)

＝ Σ
ｎ

ｋ ＝ １∫
１

０
∫１

０
ϕｃｉ(ξｃ)ψｃｉ(ηｃ)ϕｋ(ξ)ψｋ(η)ｄξｃｄηｃｑｋ(ｔ)

(３０)
根据特征向量的正交特性ꎬ式(３０)可以写成:

ｑｃｉ(ｔ)＝ Σ
ｎ

ｋ＝１∫
１

０
ϕｃｉ(ξｃ)ϕｋ(ξ)ｄξｃ∫１

０
ψｃｉ(ηｃ)ψｋ(η)ｄηｃｑｋ(ｔ)

　 　 　 　 ＝ Σ
ｎ

ｋ ＝ １
(Ｓｃ) ｉｋｑｋ(ｔ)ꎬｉ ＝ １ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｎｃ

(３１)
将式(３１)写成矩阵形式ꎬ可以得到:

ｑｃ ＝ Ｓｃｑ 　 (３２)
其中 Ｓｃ 为两坐标系之间的传递矩阵ꎮ 而总的动能

和弹性势能可以通过将整块板的动能或弹性势能减

去孔区域的动能或弹性势能得到:

　 　 　 Ｔｔｏｔａｌ ＝
１
２

ｑ􀅰ＴＭｑ􀅰 － １
２

ｑ􀅰Ｔ
ｃＭｃｑ

􀅰
ｃ

　 　 ＝ １
２
ｑ􀅰ＴＭｑ􀅰 － １

２
ｑ􀅰ＴＳＴ

ｃＭｃＳｃｑ
􀅰 ＝ １

２
ｑ􀅰ＴＭＴｑ

􀅰

(３３)

　 　
　 　 Ｖｔｏｔａｌ ＝

１
２
ｑＴＫｑ － １

２
ｑＴ

ｃＫｃｑｃ

＝ １
２
ｑＴＫｑ － １

２
ｑＴＳＴ

ｃＫｃＳｃｑ ＝ １
２
ｑＴＫＴｑ

(３４)
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其中:

ＭＴ ＝ ρｈａｂＭ
—

Ｔꎬ ＫＴ ＝ ｂ / ａ３Ｋ
—

Ｔ 　 (３５)

Ｍ
—

Ｔ ＝ Ｍ
— － (ａ

—
ｃ ｂ
—

ｃ)ＳＴ
ｃＭ

—
ｃＳｃ 　 (３６)

Ｋ
—

Ｔ ＝ Ｋ
— － ｂ

—
ｃ / ａ

—３
ｃ ＳＴ

ｃ Ｋ
—

ｃＳｃ 　 (３７)

ａ
—

ｃ ＝ ａｃ / ａꎬｂ
—

ｃ ＝ ｂｃ / ｂ 　 (３８)
因此ꎬ将无量纲的质量、刚度和传递矩阵等代入

式(３３)、式(３４)ꎬ即可获得总的动能和弹性势能ꎮ
最后ꎬ利用拉格朗日方程就可以得到板的控制方程ꎬ
并通过求解特征值问题获得板的自由振动频率和

模态ꎮ
２􀆰 ３　 基于遗传算法的优化方法

为了优化开孔层合板的铺层ꎬ使之具有最大一

阶固有频率ꎬ本文采用遗传算法对对称铺层的多层

开孔层合板进行铺层优化计算ꎮ 遗传算法是一种基

于生物进化理论发展而来的高效的随机搜索与优化

方法ꎮ 在本文中ꎬ假设层合板每一层的厚度相同、铺
层均匀且角度相同ꎬ因此每一层只有一个设计参数ꎬ
即铺层角度ꎬ总的设计参数则取决于层合板的层

数ꎬ即:
θ ＝ {θ１ꎬθ２ꎬ􀆺ꎬθＮ/ ２} 　 (３９)

其中:Ｎ 为层合板的总层数ꎻθｉ 表示第 ｉ 层的铺层角

度ꎬ其值定义为整数ꎬ且范围为 ０°≤θｉ≤９０°ꎮ 由于

层合板为对称铺层ꎬ总的设计参数个数为层数的一

半ꎮ 铺层角度影响广义刚度矩阵ꎬ因此会影响开孔

层合板的固有频率ꎮ 本文优化开孔层合板铺层的目

的是为了得到最大的一阶固有频率ꎬ因此将其作为

唯一的优化目标函数ꎮ
ｍａｘ( ｆ(θ))ꎬ０° ≤ θｉ ≤ ９０° 　 (４０)

本文中采用的遗传算法具体实施步骤为:
(１)首先设定最大进化代数 Ｇｍ 和种群数目 Ｐꎬ

以及每个个体长度为 Ｎ / ２ꎮ 采用随机方法初始化种

群ꎬ其随机值的范围为(０ꎬ９０)ꎻ
(２)利用第 ２ 部分介绍的瑞利里兹法求解出以

每个个体作为铺层参数的开孔板一阶固有频率(即
适应度)ꎬ通过比较每一个频率ꎬ分别获得频率最大

值和最小值所对应的个体信息ꎬ为下一步工作进行

筛选ꎻ
(３)设定交叉和变异率 Ｐｃ 和 Ｐｍꎬ通过选择、交

叉和变异生成新的第 ２ 代种群ꎻ
(４)重复(２)和(３)ꎬ获得第 ３ 代种群ꎬ并一直计

算直到进化代数达到最大ꎬ得到最终的目标函数ꎬ即

一阶频率的最大值ꎮ 此时ꎬ最大一阶频率所对应的

个体信息即为最优的铺层参数ꎮ

３　 优化结果分析
根据前面介绍的瑞利里兹法和遗传算法ꎬ对一

块开方孔的矩形层合板进行优化分析ꎬ以求得其具

有最大一阶频率时的纤维铺层角度ꎬ并且研究不同

的层数、孔的大小、边界条件等因素对优化的纤维铺

层角度的影响规律ꎮ 文中采用的材料属性为:
Ｅ１ ＝ １０ × １０６ｐｓｉꎬ Ｅ２ ＝ １ × １０６ｐｓｉ

Ｇ１２ ＝ Ｇ１３ ＝ ０.５ × １０６ｐｓｉꎬ Ｇ２３ ＝ ０.２ × １０６ｐｓｉ
ν１２ ＝ ０.２５ꎬ ν１３ ＝ ０.２５ꎬ ρ ＝ １６００ ｋｇ / ｍ３

本文中得到的频率值均作无量纲处理ꎬ其中无

量纲频率采用以下表达式处理:

ｗ— ＝ ｗａ２ / ｈ ρ / Ｅ１ 　 (４１)
３􀆰 １　 收敛性分析

首先研究基于遗传算法的开孔板铺层优化方法

的结果收敛性问题ꎮ 针对一块 ４ 层的四边简支方形

板(ａ / ｂ＝ １)ꎬ假设开孔位于板的几何中心ꎬ并且开孔

也为方形(ａｃ / ｂｃ ＝ １)ꎬ考虑孔的大小分别为(ａ)ａｃ / ａ
＝ ０􀆰 １ꎬ(ｂ) ａｃ / ａ ＝ ０􀆰 ３ 和( ｃ) ａｃ / ａ ＝ ０􀆰 ５ 三种情形ꎮ
初始设定最大进化代数 Ｇｍ 为 ２００ꎬ种群数目 Ｐ 为

２０ꎬ个体长度为 ２ꎮ 通过随机产生第一代种群的数

据ꎬ按照第 ２ 部分中介绍的步骤进行优化计算ꎬ可以

得到最大适应度(最大一阶频率)关于进化代数的

曲线ꎮ 从图 ２ 中可以发现ꎬ对于三种不同的孔大小ꎬ
进化代数大于 １００ 之后ꎬ最大一阶频率均达到收敛ꎮ
通过该例子的计算发现ꎬ对于 ４ 层板ꎬ由于设计参数

数量较少ꎬ仅为 ２ 个ꎬ因此收敛速度很快ꎬ计算结果

十分精确ꎮ 再者ꎬ当增加板的层数(即设计参数个

数)至 １６ 层时ꎬ最大一阶频率也在 ２００ 代以后达到

收敛ꎬ计算效率十分高效ꎬ对于工程中开孔板的优化

设计具有非常好的应用价值ꎮ
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图 ２　 不同开孔尺寸下 ４ 层开孔简支方板
适应度函数的收敛性

Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｏｆ ｔｈｅ ｍａｘｉｍｕｍ ｆｉｔｎｅｓｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｆｏｒ ａ
ｆｏｕｒ￣ｌａｙｅｒ ｓｉｍｐｌｙ￣ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｌａｍｉｎａｔｅ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ ｈｏｌｅ ｓｉｚｅ

３􀆰 ２　 影响因素分析
首先研究板的层数对开孔板具有最大一阶频率

时铺层角度的影响ꎮ 仍旧对一块方形的四边简支板

进行分析(ａ / ｂ ＝ １)ꎬ选择 ４ꎬ６ꎬ８ꎬ１０ 层的板ꎬ对应的

设计参数分别为 ２ꎬ３ꎬ４ꎬ５ꎬ并且考虑三种孔的尺寸

大小ꎮ 同样采用上述优化方法ꎬ可以得到不同层数

和孔尺寸大小下开孔板的优化铺层角度ꎮ 优化结果

表明ꎬ对于不同层数和不同开孔尺寸的方形板ꎬ层数

和孔大小不影响频率具有极大值时的铺层角度ꎬ铺
层角度值均为 ４５°ꎮ 此时ꎬ求得的最大一阶无量纲

频率变化规律如图 ３ 所示ꎮ

图 ３　 不同层数和孔大小的开孔四边简支方板
最大一阶无量纲频率

Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ
ｓｉｍｐｌｙ￣ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｓｑｕａｒｅ ｌａｍｉｎａｔｅ ｗｉｔｈ ｖａｒｉｏｕｓ

ｎｕｍｂｅｒｓ ｏｆ ｌａｙｅｒｓ ａｎｄ ｈｏｌｅ ｓｉｚｅｓ

　 　 由图 ３ 可知:当开孔尺寸增加时ꎬ板的一阶固有

频率增加ꎻ当层数增加时ꎬ板的一阶固有频率也相应

地增加ꎮ
从上面的例子可以发现对于方形板ꎬ层数和孔

大小不影响最优铺层ꎬ那么猜测长宽比 ａ / ｂ 的值是

否会对最优铺层产生一定的影响ꎮ 因此考虑一块四

边简支的 ４ 层矩形板ꎬ开孔位于几何中心ꎬ并且孔的

长宽分别为板长宽的一半ꎬ即 ａ / ａｃ ＝ ０􀆰 ５ꎬｂ / ｂｃ ＝ ０􀆰 ５ꎬ
取长宽比 ａ / ｂ 的范围为 ０􀆰 １ ~ １０ꎮ 通过上述优化方

法ꎬ可以得到图 ４ 中的优化结果ꎮ 从图 ４ 中可以看出:
开孔板的一阶无量纲频率首先随着长宽比的增加而

增加ꎻ当长宽比 ａ / ｂ＝ １ 时ꎬ即为方形板ꎬ此时一阶频

率达到最大值ꎬ所对应的优化铺层角度为 ４５°ꎻ再增

加长宽比时ꎬ一阶频率开始降低ꎮ 由于对称性ꎬ长宽

比等于 ０􀆰 １ 和 １０ 时ꎬ最大一阶频率值相等ꎮ 而对于

优化的铺层角度ꎬ当长宽比从 ０􀆰 ５ 增加到 ２ 时ꎬ优化

铺层角度随着长宽比的增加而增加ꎻ当长宽比小于

０􀆰 ５ 和大于 ２ 时ꎬ得到的优化铺层角度分别为 ０°和
９０°ꎮ 图 ５ 为四边固定开孔板的最大一阶无量纲频

率和优化铺层角度关于长宽比的曲线图ꎮ

图 ４　 四边简支开孔板的最大一阶无量纲频率和
优化铺层角度 ｖｓ.长宽比

Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ
ｏｐｔｉｍａｌ ｌａｙｕｐ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｖｓ. ａｓｐｅｃｔ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ

ｆｏｕｒ￣ｅｄｇｅ ｓｉｍｐｌｙ￣ｓｕｐｐｏｒｔｅｄ ｌａｍｉｎａｔｅ ｗｉｔｈ ｈｏｌｅ

图 ５　 四边固定开孔板的最大一阶无量纲频率和
优化铺层角度 ｖｓ. 长宽比

Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｍａｘｉｍｕｍ ｆｉｒｓｔ￣ｏｒｄｅｒ ｎｏｎｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ａｎｄ
ｏｐｔｉｍａｌ ｌａｙｕｐ ｓｔａｃｋｉｎｇ ｓｅｑｕｅｎｃｅ ｖｓ. ａｓｐｅｃｔ ｒａｔｉｏ ｆｏｒ

ｆｏｕｒ￣ｅｄｇｅ ｃｌａｍｐｅｄ ｌａｍｉｎａｔｅ ｗｉｔｈ ｈｏｌｅ
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　 　 相比于四边简支开孔板ꎬ四边固定开孔板具有

较大的一阶频率ꎬ但是一阶固有频率和优化铺层角

度关于长宽比的变化趋势跟四边简支的情形一致ꎬ
从图中也可以得出类似的结论ꎮ

４　 结　 论
本文采用遗传算法和基于独立坐标耦合法的瑞

利里兹法ꎬ对开孔复合材料层合板进行了铺层优化

设计ꎬ使得开孔板具有最大的一阶固有频率ꎮ 遗传

算法具有搜索速度快、收敛性好等特点ꎻ基于独立坐

标耦合法的瑞利里兹法能够精确地预测开孔板的振

动频率ꎬ不需要使用计算量更大、更为复杂的有限元

等数值计算方法ꎮ 通过优化算例的分析可以得出以

下结论:对于文中采用的这种直纤维矩形开孔板ꎬ层
数、开孔大小和边界条件不影响最优的铺层角度ꎬ而
长宽比对最优铺层角度影响重大ꎮ 虽然工程中已经

开始使用复杂的变角度纤维铺层方式ꎬ但是直纤维

铺层简单高效ꎬ应用范围更广ꎮ 对开孔的层合板ꎬ可
以通过优化铺层角度获得预期的频率ꎬ满足设计使

用要求ꎮ 本文提供的设计方法ꎬ可为复合材料层合

板的设计、制造、维修等提供理论指导ꎮ
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