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摘要: 插值型无单元伽辽金比例边界法是一种在改进的插值型移动最小二乘法框架下ꎬ结合了比例边界法和无单元伽辽

金法长处的半解析数值方法ꎮ 这种方法通过引入比例边界坐标系ꎬ只需在求解域的环向上进行数值离散ꎬ在径向上采用解析

的方法进行计算ꎬ处理各向同性材料断裂问题时拥有可观的精度与效率ꎮ 为进一步发挥这种方法的显著优势并提高其适用

性ꎬ将插值型无单元伽辽金比例边界法运用于正交各向异性材料断裂分析研究中ꎮ 最后利用两种不同裂纹形式的数值算例证

实了本文方法的有效性与准确性ꎮ
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　 　 随着现代科学技术的迅速发展ꎬ正交各向异性

材料作为一种具有众多优良特性的复合材料ꎬ在土

木工程、航天航空工程、机械工程中得到广泛应用ꎬ
并日益突显其优越性ꎮ 然而其在制备及服役过程中

会由于制造工艺和外部环境因素产生裂纹ꎬ从而严

重影响结构的安全性ꎮ 所以ꎬ非常有必要对正交各

向异性材料的断裂问题进行准确的工程计算ꎮ 由于

解析法只适于求解几何模型、外力及裂缝形式相对

简单的结构ꎬ实验法费用相对较高而且精度无法保

证ꎬ故研究正交各向异性材料断裂问题需要更多地

借助于数值分析方法[１－２]ꎮ
在众多数值方法中ꎬ有限元法[３－４] 发展较为成

熟ꎬ该方法简单直观ꎬ一般计算精度也较高ꎮ 然而采

用有限元法分析断裂问题时ꎬ在裂纹附近需要划分

较密的网格ꎮ 此外ꎬ当裂纹发生扩展后ꎬ必须反复进

行网格重构ꎬ计算工作量较大ꎬ精度严重受损ꎮ 无单

元法[５－６]作为一种基于有限元法而具有发展潜力的

数值计算方法ꎬ在模拟大变形与裂纹扩展等问题时
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无须进行网格重新划分ꎬ不但具有强大的自适应能

力ꎬ而且保证了结果的精度ꎮ 依据形函数构造、微分

方程建立及边界条件引入方法的区别ꎬ目前发展了

十几种无单元法ꎮ 其中ꎬ插值型无单元伽辽金比例边

界法[７－９]是一种结合了无单元法与比例边界法[１０－１１]

优点的新兴数值方法ꎬ这种方法仅需在求解域的环

向上利用无单元伽辽金法[１２－１３] 离散ꎬ即可达到降低

分析规模的目的ꎬ从而极大地简化了计算ꎻ进一步

地ꎬ采用解析法在不需要离散的径向上进行求解ꎬ计
算准确ꎮ 而且这种方法基于改进的插值型移动最小

二乘法[１４－１５]ꎬ相对于移动最小二乘法[１６]ꎬ不但构造出

的形函数具备 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ ｄｅｌｔａ 特性ꎬ方便引入本质

边界条件ꎬ并且待定系数减少了一个ꎬ大大提高了计

算效率ꎮ
目前ꎬ插值型无单元伽辽金比例边界法已经被

成功地运用到各向同性材料的裂纹分析中[１７－１８]ꎬ本
文在已有研究工作基础之上ꎬ采用这一方法进一步

处理正交各向异性材料断裂问题ꎮ 首先ꎬ建立了正

交各向异性材料断裂分析的基本方程ꎮ 其次ꎬ利用

矩阵函数与 Ｓｃｈｕｒ 分解相并行的技术[１９] 进行求解ꎮ
然后ꎬ直接依据公式计算得出裂尖的应力强度因子ꎮ
最后ꎬ采用本文方法计算和对比分析了两个典型算

例ꎬ并验证了此方法的精确性与适应性ꎮ

１　 正交各向异性材料断裂分析的基本方程
对于正交各向异性材料ꎬ其平衡方程为:

ＬＴσ ＋ ｆ ＝ ０ 　 (１)
式中:σ和 ｆ 分别为应力和体力ꎻＬ为梯度算子ꎮ
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　 (２)

几何方程与本构方程分别为:
ε ＝ Ｌｕ 　 (３)
σ ＝ Ｄε 　 (４)

式中:ε和 ｕ 分别为应变和位移ꎻＤ 为弹性矩阵ꎮ
相应的位移与力边界条件为:

ｕ ＝ ｕ— 　 (５)
σ􀅰ｎ ＝ ｔ— 　 (６)

式中:ｕ— 与 ｔ— 分别为求解域边界上确定的位移与面

力ꎻｎ 为边界的单位外法线方向余弦ꎮ

２　 插值型无单元伽辽金比例边界法理论公

式推导

２􀆰 １　 改进的插值型移动最小二乘法的插值

原理

区别于比例边界法ꎬ插值型无单元伽辽金比例

边界法运用边界上布置的节点ꎬ在分段的边界上独

立地进行近似ꎬ设在某一边界段 Ｓｉ上有 ｎ 个节点 ｓ１ꎬ
ｓ２ꎬ􀆺ꎬｓｎꎬ其中 ｓ 表示边界段 Ｓｉ上从起点开始的弧

长ꎮ 定义 ｐ１( ｓ)ꎬｐ２( ｓ)ꎬ􀆺ꎬｐｍ( ｓ)为已知的一组基函

数ꎬ用以建立形函数ꎬ这里 ｐ１( ｓ)≡１ꎮ 为确保权函数

满足非奇异性及形函数具备插值特性ꎬ将以上的基

函数进行变换后形成的新基函数表示为:

ｐ^ｉ( ｓ
—) ｓ＝ｐｉ( ｓ

—)－∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｖ( ｓꎬｓＩ)ｐｉ( ｓＩ)( ｉ ＝１ꎬ２ꎬ􀆺ꎬｍ) 　

(７)
式中: ｓ— 为点 ｓ 局部影响域中的点ꎻ ｓＩ 为边界上影响

域覆盖 ｓ 的节点ꎻ函数 ｖ( ｓꎬｓＩ)采用式(８)所示形式ꎮ

ｖ( ｓꎬｓＩ)＝∏
Ｊ≠Ｉ

ｓ － ｓＪ
ｓＩ － ｓＪ

　 (８)

将函数 ｕ( ｓ) 也进行与式(７)相同的变换ꎮ

ｕ^( ｓ—) ｓ ＝ ｕ( ｓ—)－∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｖ( ｓꎬｓＩ)ｕ( ｓＩ) 　 　 　 (９)

下面利用最小二乘法构造 ｕ^( ｓ—) ｓ 的逼近函数ꎬ
具体形式如下:

　 　 ｕ^ｈ( ｓ—) ｓ ＝∑
ｍ

ｉ ＝ １
ｐ^ｉ( ｓ) ｓ ａ^ｉ( ｓ)＝∑

ｍ

ｉ ＝ ２
ｐ^ｉ( ｓ) ｓ ａ^ｉ( ｓ) (１０)

式中ꎬ ａｉ( ｓ) 为待定系数ꎮ

运用加权最小二乘法ꎬ使 ｕ^( ｓ—) ｓ 与其逼近函数

ｕ^ｈ( ｓ—) ｓ 在点 ｓ 的局部影响域内无限接近ꎬ为此定义

泛函数为:

Ｊ ＝∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｗＩ( ｓ)[ ｕ^ｈ( ｓＩ) ｓ － ｕ^( ｓＩ) ｓ]２ 　 (１１)

式中ꎬ ｗＩ( ｓ) 可任取传统移动最小二乘法中的非奇

异权函数ꎮ
取极值后可求得:

ａ^( ｓ) ＝ Ａ －１( ｓ)Ｂ( ｓ)ｕ 　 (１２)
式中ꎬ

Ａ( ｓ)＝∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｗＩ( ｓ) ｐ^ ( ｓＩ) ｓ ｐ^Ｔ ( ｓＩ) ｓ 　 (１３)

Ｂ( ｓ)＝∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ｗＩ( ｓ) ｐ^ ( ｓＩ) ｓ[ｅＩ － ｖ( ｓ)] 　 (１４)

ｕ ＝ [ｕ( ｓ１)ꎬｕ( ｓ２)ꎬ􀆺ꎬｕ( ｓｎ)] Ｔ 　 (１５)
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其中ꎬｅＩ为一个 １×ｎ 的单位矩阵ꎮ
结合式(９)、式(１０)和式(１２)ꎬ可得 ｕｈ( ｓ)为:

ｕｈ( ｓ) ＝ Φ( ｓ)ｕ ＝∑
ｎ

Ｉ ＝ １
ϕＩ( ｓ)ｕ( ｓＩ) 　 (１６)

式中ꎬΦ( ｓ)为形函数矩阵ꎬ具体为:
Φ( ｓ)＝ [ϕ１( ｓ)ꎬϕ２( ｓ)ꎬ􀆺ꎬϕｎ( ｓ)]

＝ｖ( ｓ) ＋ｇＴ( ｓ)Ａ －１( ｓ)Ｂ( ｓ)
　 (１７)

ｇＴ( ｓ)＝ [ｇ２( ｓ)ꎬｇ３( ｓ)ꎬ􀆺ꎬｇｍ( ｓ)] 　 (１８)

ｇｉ( ｓ)＝ ｐｉ( ｓ)－∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｖ( ｓꎬｓＩ)ｐｉ( ｓＩ) 　 (１９)

２􀆰 ２　 控制方程的推导与求解
利用本文方法分析断裂问题时ꎬ需借助一个比

例边界坐标系(ξꎬｓ)ꎬ具体见图 １ꎬ图中 Ｏ( ｘ^０ꎬｙ^０)为
相似中心ꎻξ 为径向坐标ꎬ取值范围为[０ꎬ１]ꎻｓ 为环

向坐标ꎬ沿着边界 Ｓ 相对于相似中心逆时针方向ꎮ
模拟时ꎬ令裂尖为相似中心ꎬ则求解域内直角坐标

( ｘ^ꎬｙ^)与比例边界坐标(ξꎬｓ)的关系可写为:

ｘ^ ＝ ξｘ( ｓ)ꎬｙ^ ＝ ξｙ( ｓ) 　 (２０)
式中:(ｘ( ｓ)ꎬｙ( ｓ))为求解域边界上任一点的坐标ꎻ

( ｘ^ꎬｙ^)为求解域内点的坐标ꎮ
基于式(１６)ꎬ求解域内任一点的位移可表示为:

ｕ(ξꎬｓ) ＝ Φ( ｓ)ｕ(ξ) 　 (２１)
式中ꎬｕ( ξ)为径向上的节点位移函数ꎮ 若不计体

力ꎬ结合上式与虚功方程ꎬ可得到基本方程为:
Ｅ０ξ ２ｕ(ξ)ꎬξξ ＋(Ｅ０ ＋ＥＴ

１ －Ｅ１)ξｕ(ξ)ꎬξ －Ｅ２ｕ(ξ) ＝ ０ 　
(２２)

ｐ ＝Ｅ０ｕ(ξ)ꎬξ ＋ＥＴ
１ｕ(ξ) ξ ＝ １ 　 (２３)

式中: ｐ 为等效节点力向量ꎻＥ０ꎬＥ１ 和 Ｅ２ 为系数

矩阵ꎮ

Ｅ０ ＝∫
Ｓ
Ｂ１( ｓ)ＴＤＢ１( ｓ) Ｊ ｄｓ 　 (２４)

Ｅ１ ＝∫
Ｓ
Ｂ２( ｓ)ＴＤＢ１( ｓ) Ｊ ｄｓ 　 (２５)

Ｅ２ ＝∫
Ｓ
Ｂ２( ｓ)ＴＤＢ２( ｓ) Ｊ ｄｓ 　 (２６)

式中:Ｂ１( ｓ)和 Ｂ２( ｓ)为应变矩阵ꎻ Ｊ 为雅可比行

列式ꎮ

　 　 Ｂ１( ｓ)＝
１
Ｊ

ｙ ( ｓ)ꎬｓ ０
０ － ｘ ( ｓ)ꎬｓ

－ ｘ ( ｓ)ꎬｓ ｙ ( ｓ)ꎬｓ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Φ( ｓ) (２７)

Ｂ２( ｓ)＝
１
Ｊ

－ ｙ( ｓ) ０
０ ｘ( ｓ)

ｘ( ｓ) － ｙ( ｓ)

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Φ( ｓ)ꎬｓ 　 (２８)

图 １　 比例边界坐标系
Ｆｉｇ􀆰 １　 Ｓｃａｌｅｄ ｂｏｕｎｄａｒｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ

　 　 为了便于降阶求解ꎬ引入 ｕ(ξ)的对偶变量 ｑ(ξ)ꎬ
则式(２２)可转换为:

ξ
ｕ(ξ)
ｑ(ξ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ꎬξ

＝ －Ｚ
ｕ(ξ)
ｑ(ξ)

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　 (２９)

其中ꎬ
ｑ(ξ)＝Ｅ０ξｕ(ξ)ꎬξ ＋ＥＴ

１ｕ(ξ) 　 (３０)

Ｚ ＝
Ｅ －１

０ ＥＴ
１ －Ｅ －１

０

Ｅ１Ｅ
－１
０ ＥＴ

１ －Ｅ２ －Ｅ１Ｅ
－１
０

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ 　 (３１)

将矩阵 Ｚ 进行 Ｓｃｈｕｒ 分解ꎬ可得:
Ｚ ＝ΨＳΨ－１ 　 (３２)

式中ꎬ

Ｓ ＝ ｄｉａｇ Ｓ１􀆺ＳＮ－１
０ Ｉ
０ ０

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＳＮ＋２􀆺Ｓ２Ｎ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 　

(３３)

Ψ＝
ψｕ

１ 􀆺ψｕ
Ｎ－１ ψｕ

Ｎ ψｕ
Ｎ＋１ 􀆺ψｕ

２Ｎ

ψｑ
１ 􀆺ψｑ

Ｎ－１ ψｑ
Ｎ ψｑ

Ｎ＋１ 􀆺ψｑ
２Ｎ

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ 　 (３４)

λ(Ｓ１) ≤ λ(Ｓ２) ≤ 􀆺λ(Ｓ２Ｎ) 　 (３５)
其中:Ｉ 为 ２×２ 的单位矩阵ꎻλ(Ｓｉ)为分块矩阵 Ｓｉ的

特征值实部ꎮ
λ(Ｓｉ)＝ －λ(Ｓ２Ｎ＋１－ｉ) 　 (３６)

刚度矩阵进而可表示为:
　ＫＩＥＦＧ－ＳＢＭ ＝(ψｑ

１ 􀆺ψｑ
Ｎ－１ψｑ

Ｎ) (ψｕ
１ 􀆺ψｕ

Ｎ－１ ψｕ
Ｎ)

－１ (３７)
进一步地ꎬ边界节点位移 ｕ( ξ ＝ １)可通过下式

的平衡方程求解得到:
ＫＩＥＦＧ－ＳＢＭｕ(ξ ＝ １)＝ ｐ 　 (３８)

求解域内任一点对应的位移场与应力场分别为:

ｕ(ξꎬｓ)＝Φ( ｓ)(∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ψｕ

ｉ ξ
－Ｓｉｃｉ ＋ψｕ

ＮｃＮ) 　 (３９)

σ(ξꎬｓ)＝∑
Ｎ－１

ｉ ＝ １
ψσｉ( ｓ)ξ

－Ｓｉ－Ｉｃｉ 　 (４０)

式中ꎬ
ｃ ＝ (ψｕ

１ 􀆺ψｕ
Ｎ－１ ψｕ

Ｎ)
－１ｕ(ξ ＝１) 　 　 (４１)

６３ ２０２３ 年 ２ 月
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ψσｉ( ｓ)＝Ｄ[－Ｂ１( ｓ)ψｕ
ｉ Ｓｉ ＋Ｂ２( ｓ)ψｕ

ｉ ] 　 (４２)
根据上述表达式计算出的位移与应力结果在径

向上是准确的ꎮ 故裂尖的应力强度因子可直接通过

式(４３)与式(４４)计算得到:

ＫⅠ ＝ ｌｉｍ
ｒ^→０

２π ｒ^ σ ｙ θ ＝ ０ 　 (４３)

ＫⅡ ＝ ｌｉｍ
ｒ^→０

２π ｒ^ τ ｘｙ θ ＝ ０ 　 (４４)

式中ꎬ ｒ^ 与 θ 为如图 ２ 所示的极坐标ꎮ

图 ２　 裂纹端的局部坐标系
Ｆｉｇ􀆰 ２　 Ｌｏｃａｌ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｓｙｓｔｅｍ ａｓｓｏｃｉａｔｅｄ ｗｉｔｈ ａ ｃｒａｃｋ ｔｉｐ

３　 算例分析
３􀆰 １　 剪切型问题

一块含有边界水平裂纹的正交各向异性矩形板ꎬ
其下端固定ꎬ上端受均匀切应力 τ 作用(见图 ３)ꎬ板
的尺寸为 ｂ×２ｂꎬ裂纹长 ａ ＝ ０􀆰 ５ｂꎬ材料 １ 方向弹性模

量 Ｅ１ ＝ １４４􀆰 ８ ＧＰａꎬ２ 方向弹性模量 Ｅ２ ＝ １１􀆰 ７ ＧＰａꎬ
剪切模量 Ｇ１２ ＝ ９􀆰 ６６ ＧＰａꎬ泊松比 ｖ１２ ＝ ０􀆰 ２１ꎮ

图 ３　 正交各向异性剪切板
Ｆｉｇ􀆰 ３　 Ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｓｈｅａｒ

　 　 分析时将裂尖处设置为相似中心ꎬ在求解域边

界上设置的节点如图 ４ 所示ꎬ共计 ６１ 个节点ꎬ表 １
给出了不同材料主方向 φ 下对应的裂尖应力强度因

子ꎮ 为方便进行对比与验证ꎬ表 １ 同时还列出了采

用比例边界有限元法分析的结果[２０]ꎬ通过比较可

见ꎬ采用这两种数值方法得到的应力强度因子较为

吻合ꎬ从而说明采用插值型无单元伽辽金比例边界

法分析正交各向异性材料断裂问题是可行的ꎮ

图 ４　 正交各向异性板的离散模型
Ｆｉｇ􀆰 ４　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅ

表 １　 不同材料主方向下对应的正则化应力强度因子
Ｔａｂｌｅ １　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｍａｔｅｒｉａｌ ｍａｉｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

φ
/ °

ＫⅠ / τ πａ

本文解 文献[２０]

ＫⅡ / τ πａ

本文解 文献[２０]

０ ８.８５８ ８.８２１ １.３２３ １.３４１

３０ ９.８６６ ９.８５２ ５.０７９ ５.０６６

６０ ９.６４５ ９.６４５ ３.４０６ ３.４０７

９０ ８.８７２ ８.８７１ １.０２９ １.０２９

３􀆰 ２　 拉伸型问题
如图 ５ 所示ꎬ尺寸为 ａ×２ａ 的矩形平板ꎬ其上下端

均受拉应力 σ 作用ꎬ板边缘处有一长度为 ０􀆰 ５ａ 的裂

纹ꎮ板材为正交各向异性复合材料ꎬ其中ꎬ材料 １ 方向

弹性模量 Ｅ１ ＝ １１４􀆰 ８ ＧＰａꎬ材料 ２ 方向弹性模量 Ｅ２ ＝
１１􀆰 ７ ＧＰａꎬ剪切模量 Ｇ１２ ＝９􀆰 ６６ ＧＰａꎬ泊松比 ｖ１２ ＝０􀆰 ２１ꎮ

图 ５　 正交各向异性拉伸板
Ｆｉｇ􀆰 ５　 Ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅ ｕｎｄｅｒ ｔｅｎｓｉｏｎ
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　 　 模拟时ꎬ在矩形板的边界上共设置 ４９ 个节点ꎬ
具体分布见图 ６ꎬ图 ７ 给出了 φ ＝ ０°ꎬ３０°ꎬ４５°ꎬ６０°ꎬ
９０° 时ꎬ分别采用本文方法与扩展有限元法[２１]分析得

到的裂尖应力强度因子ꎬ两者相比较可发现本文方

法的计算精度高ꎬ进一步体现了本文方法的有效性ꎮ

图 ６　 正交各向异性板的离散模型
Ｆｉｇ􀆰 ６　 Ｄｉｓｃｒｅｔｉｚａｔｉｏｎ ｍｏｄｅｌ ｏｆ ｔｈｅ ｏｒｔｈｏｔｒｏｐｉｃ ｐｌａｔｅ

图 ７　 正则化应力强度因子与不同材料主方向角度的关系
Ｆｉｇ􀆰 ７　 Ｎｏｒｍａｌｉｚｅｄ ｓｔｒｅｓｓ ｉｎｔｅｎｓｉｔｙ ｆａｃｔｏｒｓ ｆｏｒ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｍａｔｅｒｉａｌ ｍａｉｎ ｄｉｒｅｃｔｉｏｎｓ

４　 结　 论
本文详细地介绍了以改进的插值型移动最小二

乘法为基础建立的插值型无单元伽辽金比例边界法ꎬ
并采用其分析了正交各向异性材料断裂问题ꎬ通过算

例分析表明ꎬ这种方法在处理正交各向异性材料断裂

问题时同样有效ꎬ且具有一定的灵活性ꎮ 这主要归因

于以下两点:①引入改进的插值型移动最小二乘插

值法ꎬ使得形成的形函数具有高阶连续性ꎬ很大程度

上提高了计算精度与收敛速度ꎻ②运用矩阵函数与

Ｓｃｈｕｒ 分解并行的求解技术ꎬ避免出现平行特征向量

问题ꎬ保证了数值解的准确性与稳定性ꎮ 后续工作

将结合本文的研究内容ꎬ继续拓展插值型无单元伽

辽金比例边界法的研究领域ꎬ将该方法应用到正交

各向异性材料撕开型裂纹及热传导问题分析中ꎮ
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